















a three‐dimensional soliton, and the vorticity around the vertical axis  ( )m , appear in 
many fields, including the field theory, ferromagnetics, and semi‐ and superconductors. 





and vorticity  0,1,2m=  are produced. They are stable for  1m£ , and do not exist for  1s>  
































is the product of the number of twists ( )s  and overall vorticity ( )m . Since this arrange‐
ment is typical for solitons of the Faddeev‐Skyrme model (FSM) [10,28‐30], with the tri‐
plet of real scalar fields realizing the Hopf map,  3 2:R Sj  , such states are called Hop‐
fions. So far, Hopfions were found only in systems with multicomponent wavefunctions 
[8,31]. Here we show, for the first time to our knowledge, that the usual matter‐wave 
model, based on the single Gross‐Pitaevskii equation (GPE), with  ( )s r  growing as said 
above, gives rise to several species (including stable ones) of twisted vortex rings with 
two independent winding numbers. 
The GPE for the scaled wave function,  ( , , , )q x y z t , is written in the Cartesian coor‐
dinates,  , ,x y z , and normalized time, t :  
  ( )( ) 21/2) ( ) ,t xx yy zziq q q q q qs r=- + + +   (1) 
 
where  2 2 2 2x y zr º + + , and the local strength of the repulsive nonlinearity,  ( ) 0s r > , 
must grow faster than  3r , to secure the convergence of the norm,  2N q dxdydz=òòò . The required FR‐modulation profile may be imposed by a magnetic pattern which 
provides for the exact FR at r¥  (in fact, at a relatively large finite value of r , which 
is sufficient as the respective solitons are strongly localized [17‐19]), e.g.,  FR 402 GH =  
and 735 G  for 39K [20] and 7Li [21], respectively. Using crossed fields induced by barrel‐
shaped solenoids with trapped magnetic flux F , whose radii vary along  r  (realized 
here  as  the  coordinate  running  along  the  solenoidʹs  axis)  as 
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Gaussian modulation,  2exp( /2)s r= , and for a smooth power‐law profile,  61s r= + . 
The former choice makes it possible to display the results in the most compact form, 
while the latter one demonstrates that the findings are generic, being valid for all modu‐
lation formats subject to the above‐mentioned condition,  3 / ( ) 0r s r   at r¥ . Note 
that the vanishing of the wave function at r¥  provides for a possibility of the one‐








Using cylindrical coordinates ( , , )r zf , we seek for stationary solutions of Eq. (1) 
with  integer vorticity  m and  chemical potential  m   as  ( , )exp( )exp( )q w r z im i tf m= - , 
where the amplitude function obeys the stationary GPE:  
  ( ) 21 2 2(1/2) ( , ) .rr r zzw w r w m r w w w r z w wm s- -=- + - + +   (2) 
 
In contrast with the usual vortex rings featuring the single winding number, m , in the 
( , )x y  plane, here the complex amplitude function,  r i( , ) ( , ) ( , )w r z w r z iw r z= + , accounts for 
the second winding number (twist), s , in the ( , )r z  plane. This implies a structure in the 
form of a toroidal twisted vortex tube, nested in the 3D soliton and coiling up around the 
z  axis, see examples in Figs. 1 and 2. Angular momentum M  of such states is linked to 
the norm as for usual vortices with  0s= , i.e., M mN= . 
3 
Counterparts of  rw  and  iw  in the FSM are two components of the triplet of real 
fields which is restricted to the surface of the unit sphere [10,28,29], and the twisted 



















data for 7Li [21]. The result is that the twisted rings of radius  10 mm , with the density 
peaked in the region with the local value of the scattering length  5 nm , can be built of 
310  atoms, the respective time scale being  10 ms . 
Analytical results can be obtained by means of the variational approximation (VA), 
based  on  the  Lagrangian  of  Eq.  (2), 
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The norm of the ansatz is  3/2 2(2 )N dAp= , with 2 1/2(2 ) 3d R Rpº - + . Substitution of 
the  ansatz  into  the  Lagrangian  yields  2 1/2eff ( /8 )[3 (8 ) 11]L N N d R Rm p=- + - + +  
2 2 3/2 4 1/2 3 2 1/2( /2 (2 ) )[ (8 ) 14 8(2 ) 15]N d R R R Rp p p- + - + . The variational equation follow‐
ing from here,  eff / 0L R¶ ¶ = , yields the radius of the coiled vortical axis as a function of 
the norm.  In  the Thomas‐Fermi  (TF)  limit,  N¥ ,  this equation  takes  the  form of 
3 1/2 2 1/22(4 ) 3(2 ) 4(2 3) 3(2 )R R Rp p p p¥ ¥ ¥- - + - = , yielding a finite radius,  1.07R¥» . In 
fact, R¥  is an asymptotically exact value of the radius in the limit of N¥ . The modal 
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moderate norms,  100N  , and confirm that the above value R¥  is asymptotically exact 
for N¥  and  0m= . The TF approximation can be used to estimate the radius of the 




is substituted into Eq. (1) as  ( )ik t ik t im i tq w ue v e ef d f d f m*+ * - + -= + + , where  ,u v  are small 
perturbations with integer azimuthal index k  and growth rate d . The resulting linear‐
ized eigenvalue problem was solved numerically. We have found that the basic twisted 
toroidal state, with  1, 0s m= = , is completely stable, for the steep and smooth modulation 
formats alike. An example of the corresponding stable evolution in the former case is 
displayed in Fig. 4. The vortices with  1, 1s m= =  are unstable at  min 11.2m m< = , and sta‐
ble at  minm m> . The most destructive perturbations chiefly correspond to azimuthal in‐
4 
dex  1k= , as shown in Fig. 3(d), while  2k=  is dominant at  0m . The development of 
the instability causes bending of the straight vortex line, which eventually touches the 
circular vortex thread, destroying the entire structure, as seen in Fig. 4. Higher‐order 
vortices with  1, 2s m= ³  are completely unstable. The  instability of the  2m=  mode 
splits the straight vortex line into two, which then collide with the circular vortex thread, 
see Fig. 4. 
The shape of the twisted toroidal state with  1, 0s m= =  suggests a possibility to set 
it in rotation around its diameter, like a solid ring, by applying an angular momentum in 
the plane of the ring. To this end, the wave function of the toroidal state was multiplied 















































































































potential  15m= , intrinsic winding number  1s= , and vorticity  0,1,2m= , 
in the model with the steep modulation format. The first row shows the 
density surface at  2( , , ) 1q x y z = , the second and third rows display the ab‐
solute value and phase of the wave function in cross section  0y= , and the 
fourth row shows the distribution of  ( , , )q x y z  at  0z= . Here and below, 
blue and red regions in density plots correspond to lower and higher val‐
ues, respectively.   
Figure 2.  (Color online) The same as  in  the  three  top rows  in Fig. 1  for a stable ʺHopfionʺ with  1s= ,  0m= , and  10m= , supported by the smooth modu‐lation format. The density surface corresponds to  2( , , ) 0.4q x y z = .  
Figure 3.  (Color online) Families of twisted toroidal states with intrinsic winding 












states with  15m= ,  1, 0s m= =  (the first row),  9.5m= ,  1s m= =  (the second 
row),  16m= ,  1s m= =  (the third row), and  22m= ,  1, 2s m= =  (the fourth 
row)  in  the model with  the  steep modulation.  Surfaces  are drawn  at 
( ) 2, , 0.2q x y z =  in the second row, and at  ( ) 2, , 1q x y z =  in all others.  
Figure 5.  (Color online) Isosurface plots illustrating the solid‐ring‐like rotation of 
the twisted toroidal state with  1, 0s m= = ,  10m= , in the steep‐modulation 
model , around its diameter (the y  axis), initiated by the torque with  5a=  
and  0 5x =  (see the text). Surfaces, corresponding to  ( ) 2, , 0.2q x y z = , are 
drawn at  141t= , 156 , and 177 , the rotation period being  48T » . 
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